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บทคัดยอ 

 

บทความนี้เปนการรวบรวมและเรียบเรียงสมบัติการหารลงตัว สมบัติการหารลงตัวอยางแทจริงดวยกําลัง

ของจํานวนในลําดับฟโบนัชชี (Fibonacci sequence) ลําดับลูคาส (Lucas sequence) และ ลําดับที่เปน

ความสัมพันธเวียนเกิด (Recurrence relation) อื่น ๆ และ สมบัติอื่น ๆ ที่เก่ียวกับการพัฒนาสมบัติการหารลงตัว

และการหารลงตัวอยางแทจริงดวยกําลังของจํานวนในลําดับลูคาสชนิดที่หนึ่ง (Lucas sequence of the first 

kind) และชนิดที่สอง (Lucas sequence of the second kind) ซึ่งสมบัตินี้มีผูที่ศึกษาและพัฒนาเปนจํานวน

มากและใชระยะเวลายาวนาน โดยสมบัตินี้เริ่มเปนที่สนใจและไดรับการพัฒนาในป ค.ศ. 1970 และเสร็จสมบูรณ

ในป ค.ศ. 2021 รวมเปนระยะเวลา 51 ป 
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Abstract 

 

 This article provides a comprehensive compilation and organization the properties of 

divisibility and exact divisibility by powers of the integers in the Fibonacci sequence, Lucas 

sequence, and other recurrence relations. It also explores properties related to the 

development of divisibility properties and exact divisibility by powers of the integers in the 

Lucas sequences of the first and second kinds. By exploring the development of these 

properties from 1970 to 2021, it highlights the contributions of numerous researchers over this 

51-year period and identifies avenues for future research. 

 

Keywords: Divisibility, Exact divisibility, Fibonacci sequence, Lucas sequence, Recurrence 
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บทนํา  

 

ลําดับฟโบนัชชี (Fibonacci sequence) และลําดับลูคาส (Lucas sequence) เปนลําดับของตัวเลขที่

เก่ียวของกับคณติศาสตรและมักถูกศึกษารวมกันเนื่องจากมีโครงสรางที่คลายคลึงกัน 

ลําดับฟโบนัชชี (Fibonacci sequence) เปนลําดับตัวเลขที่เริ่มตนจาก 0 และ 1 และตัวเลขถัดไปใน

ลําดับจะเปนผลรวมของสองตัวเลขกอนหนา ลําดับนี้มีลักษณะดังนี้: 

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,89, … 

และตอไปเรื่อย ๆ เราสามารถเขียนลําดับฟโบนัชช ี(Fibonacci sequence) แทนดวย {𝐹}ஹ และนิยามลําดับฟ

โบนชัช ี(Fibonacci sequence) ดวยความสัมพันธเวียนเกิด 𝐹 = 𝐹ିଵ + 𝐹ିଶ สําหรับ 𝑛 ≥ 2  𝐹 = 0 และ 
𝐹ଵ = 1  

ลําดับลูคาส (Lucas sequence) เปนลําดับตัวเลขที่คลายกับลําดับฟโบนัชชี (Fibonacci sequence) แต

เริ่มตนดวย 2 และ 1 แทนที่จะเปน 0 และ 1 ลําดับลูคาส (Lucas sequence) เริ่มตนดังนี้:  

2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47,76,123, …  

และตอไปเรื่อย ๆ เราสามารถเขียนลําดับลูคาส (Lucas sequence) แทนดวย {𝐿}ஹ และนิยามลําดับลูคาส 

(Lucas sequence) ดวยความสัมพันธเวียนเกิด 𝐿 = 𝐿ିଵ + 𝐿ିଶ สําหรับ 𝑛 ≥ 2  𝐿 = 2 และ 𝐿ଵ = 1  

ทั้งสองลําดับสามารถใชในการศึกษาคุณสมบัติเฉพาะของตัวเลขและรูปแบบในคณิตศาสตร เชน สัดสวน

ทองคํา (Golden Ratio) ซึ่งเปนคาประมาณ 1.618 และเลขในธรรมชาติ เชน รูปแบบของเปลือกหอย การ

จัดเรียงของใบไม หรือแมแตโครงสรางของดอกไมและเมล็ดพืช ท้ังสองลําดับไมเพียงแตมีความสวยงามและ
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นาสนใจ แตยังมีการประยุกตใชในหลากหลายสาขาวิชา เชน การเขารหัสขอมูล การวิเคราะหทางการเงิน และการ

ออกแบบทางวิศวกรรม เปนตน  

เนื่องจากไดมีการศึกษาสมบัติของทั้งสองลําดับมาอยางยาวนานจึงทําใหมีสมบัติที่รูจักกันโดยทั่วไป

มากมายตัวอยางเชน 

𝐹ା = 𝐹𝐹ାଵ + 𝐹ିଵ𝐹 
 

𝐹ାଵ𝐹ିଵ − (𝐹)ଶ = (−1) 
 

𝐿ି = (−1)𝐿 
 

𝐿 = 𝐹ାଵ+𝐹ିଵ 
 

5𝐹 = 𝐿ାଵ+𝐿ିଵ 
 

𝐹ଶ = 𝐹𝐿 
 

𝑚|𝑛 → 𝐹|𝐹 
 

𝐹|𝐹 และ 𝑚 ≠ 2 →  𝑚|𝑛 

 นอกจากลําดับฟโบนัชชี (Fibonacci sequence) และลําดับลูคาส (Lucas sequence) ในบทความนี้เรา

จะกลาวถึงลําดับลูคาสชนิดที่หนึ่ง (Lucas sequence of the first kind) และชนิดที่สอง (Lucas sequence of 

the second kind) เขียนแทนดวย {𝑈}ஹ และ {𝑉}ஹ ตามลําดับ นิยามดวยความสัมพันธเวียนเกิด ให 𝑎, 𝑏 

เปนจํานวนเต็มจะไดวา 𝑈 = 𝑎𝑈ିଵ + 𝑏𝑈ିଶ สําหรับ 𝑛 ≥ 2  𝑈 = 0 และ 𝑈ଵ = 1 และ 𝑉 = 𝑎𝑉ିଵ +

𝑏𝑉ିଶ สําหรับ 𝑛 ≥ 2  𝑉 = 2 และ 𝑉ଵ = 𝑎 สังเกตวา ถา 𝑎 = 𝑏 = 1 แลว {𝑈}ஹ = {𝐹}ஹ และ 

{𝑉}ஹ = {𝐿}ஹ นั่นคือ ลําดับลูคาสชนิดท่ีหนึ่งและชนิดที่สอง (Lucas sequences of the first and 

second kinds) เปนรูปทั่วไปของลําดับฟโบนัชชี (Fibonacci sequence) และลําดับลูคาส (Lucas sequence) 

ตามลําดับ นอกจากนี้แลวเมื่อเราแทน 𝑎 = 2 และ 𝑏 = 1 จะไดวา 𝑈 = 2𝑈ିଵ + 𝑈ିଶ ซึ่งเปนนิยาม

เดียวกันกับลําดับเพล (Pell sequence) เขียนแทนดวย {𝑃}ஹ นั่นคือ {𝑈}ஹ = {𝑃}ஹ เมื่อ 𝑎 = 2 และ 

𝑏 = 1 ในทํานองเดียวกัน จํานวนบาลานซิ่งและจํานวนโคบาลานซิ่ง (Balancing and Cobalancing numbers) 

เขียนแทนดวย {𝐵}ஹ และ {𝐶}ஹ ตามลําดับ เราไดวา {𝑈}ஹ = {𝐵}ஹ และ {𝑉}ஹ = {𝐶}ஹ 

เมื่อ 𝑎 = 6 และ 𝑏 = −1 ซึ่งลําดับเพล (Pell sequence) จํานวนบาลานซิ่งและจํานวนโคบาลานซิ่ง 

(Balancing and Cobalancing numbers) เราจะกลาวถึงในลําดับถัดไป  

 ในบทความนี้เราจะเนนไปที่สมบัติการหารและการหารลงตัวอยางแทจริงของ {𝐹}ஹ  {𝐿}ஹ 

{𝑈}ஹ และ {𝑉}ஹ ซึ่งเราจะแบงการนําเสนอเปนสามสวน สวนแรกจะเปนการรวบรวมและเรียบเรียง
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พัฒนาการของสมบัติการหารลงตัวและสมบัติการหารลงตัวอยางแทจริงดวยกําลังของจํานวนในลําดับฟโบนัชชี 

(Fibonacci sequence) และลําดับลูคาส (Lucas sequence) สวนที่สองจะเปนการรวบรวมและเรียบเรียงการ

ขยายสมบัติการหารลงตัวและสมบัติการหารลงตัวอยางแทจริงของลําดับฟโบนัชชี (Fibonacci sequence) และ

ลําดับลูคาส (Lucas sequence) ไปสูลําดับที่ทั่วไปกวานั่นคือ ลําดับลูคาสชนิดที่หนึ่งและชนิดที่สอง (Lucas 

sequences of the first and second kinds) และสวนสุดทายจะเปนการกลาวถึงแนวทางในการพัฒนาสมบัติ

อ่ืน ๆ หรือ สมบัติเดียวกันนี้กับลําดับอื่น ๆ 

พัฒนาการของสมบัติการหารลงตัวและสมบัติการหารลงตัวอยางแทจริงของ {𝐹}ஹ และ {𝐿}ஹ 

  ในสวนนี้เราจะขอเริ่มที่นิยามของฟงกชันตาง ๆ การหารลงตัวอยางแทจริง เขียนแทนดวยสัญลักษณ 

𝑚||𝑛 หมายถึง 𝑚|𝑛 และ 𝑚ାଵ ∤ 𝑛 หรือ 𝑚 หาร 𝑛 ลงตัว แต 𝑚ାଵ หาร 𝑛 ไมลงตัว สัญลักษณ 

𝑣(𝑛) = 𝑘 ถา 𝑝||𝑛 ตัวอยางเชน ให 𝑛 = 2ସ × 3ହ × 5ଶ × 7 จะไดวา 2ସ||𝑛  3ହ||𝑛  5ଶ||𝑛  7||𝑛 

11||𝑛  𝑣ଶ(𝑛) = 4  𝑣ଷ(𝑛) = 5  𝑣ହ(𝑛) = 2  𝑣(𝑛) = 1 และ 𝑣ଵଵ(𝑛) = 0   

 สมบัติการหารลงตัวของ 𝐹 กลับมาเปนที่นาสนใจในป ค.ศ. 1970 เนื่องมาจาก Matiyasevich (1970) 

ไดพิสูจน 

𝐹
ଶ|𝐹 ↔ 𝐹|𝑚                  (1) 

และใช (1) ในการแกปญหาขอที่ 10 ของ Hilbert ตอมาในป ค.ศ. 1977 Hoggatt and Bicknell-Johnson 

(1977) ไดใหการพิสูจนอีกแบบหนึ่งและขยายผลลัพธ (1) ของ (Matiyasevich, 1970) ไดผลลัพธดังนี้  

ถา 𝑚 เปนจํานวนคี่ แลว  

𝐹
ଷ|𝐹 ↔ 𝐹

ଶ|𝑚 

 

และไดผลลัพธคลาย ๆ กันในบางกรณทีี่เลขชี้กําลังของ 𝐹 ไมเกิน 6 และยังไดแสดงอีกวา ถา 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวน

นับแลว  

𝐹
|𝑚 → 𝐹

ାଵ|𝐹                  (2) 

 

สังเกตวาผลลัพธ (2) ของ Hoggatt and Bicknell-Johnson (1977) ยังไมสมบูรณ ตอมาในป ค.ศ. 2012 

Tangboonduangjit and Wiboonton (2012) ไดศึกษา {𝐺(𝑛)}ஹ ซึ่งเปนลําดับยอยของ {𝐹}ஹ นิยาม

ดังนี้ 𝐺(𝑛) = 𝐹ீೖషభ()  และ 𝐺ଵ(𝑛) = 𝐹 ตัวอยาง 𝐺(𝑛)  

 
𝐹, 𝐹ி , 𝐹ிಷ  

, 𝐹ிಷಷ  
, … 

 

และไดผลลัพธดังนี้ 𝐹
|𝐺(𝑛) สําหรับทุก 𝑘 ≥ 1 ในปตอมา Panraksa et al. (2013) ไดพิสูจน 𝐹

||𝐺(𝑛) 

สําหรับทุก 𝑘 ≥ 1 ตอมาในป ค.ศ. 2014 Onphaeng and Pongsriiam (2014) ไดขยายนิยาม 𝐺(𝑛) และ
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ผลลัพธของ Panraksa et al. (2013) Tangboonduangjit and Wiboonton (2012) เปน 𝐺(1, 𝑛, 𝑚) = 𝐹
 

และ  𝐺(𝑘 + 1, 𝑛, 𝑚) = 𝐹ீ(,,) สั ง เกตวา  𝐺(𝑘, 𝑛, 1) = 𝐺(𝑛) และไดผลลัพธ เปน 

𝐹
ାିଵ|𝐺(𝑘, 𝑛, 𝑚) สําหรับทุก 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับ 𝐹

ାିଵ||𝐺(𝑘, 𝑛, 𝑚) สําหรับ 𝑘 ≥ 2 𝑛 ≥ 4 และ 

𝑚 ≥ 1 ในปเดียวกัน Pongsriiam (2014) ขยายผลลัพธการหารลงตัวอยางแทจริงของ Panraksa et al. (2013) 

Tangboonduangjit and Wiboonton (2012) และ Onphaeng and Pongsriiam (2014) ไปกรณีที่ทั่วไปกวา

แสดงใน ทฤษฎีบทที่ 1 ขยายผลลัพธการหารและการหารลงตัวอยางแทจริงใน {𝐿}ஹ แสดงใน ทฤษฎีบทที่ 2 

และขยายผลลัพธการหารและการหารลงตัวอยางแทจริงใน {𝐹}ஹ และ {𝐿}ஹ แสดงใน ทฤษฎีบทที่ 3 ดังนี้ 

ทฤษฎีบทที่ 1 Pongsriiam (2014) สําหรับจํานวนนับ 𝑛 ≥ 3 จะไดวา 

 1.1 ถา 𝐹
||𝑚 และ 𝑛 ≢ 3(𝑚𝑜𝑑 6) แลว 𝐹

ାଵ||𝐹 

 1.2 ถา 𝐹
||𝑚   𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6) และ ி

ೖశభ

ଶ
∤ 𝑚 แลว 𝐹

ାଵ||𝐹 

 1.3 ถา 𝐹
||𝑚   𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6) และ ி

ೖశభ

ଶ
|𝑚 แลว 𝐹

ାଶ||𝐹 

ทฤษฎีบทที่ 2 Pongsriiam (2014) ให 𝑚 เปนจํานวนคี่ จะไดวา 

 2.1 ถา 𝐿
 |𝑚 แลว 𝐿

ାଵ|𝐿 

 2.2 ถา 𝐿
 ||𝑚 และ 𝑛 ≥ 2  แลว 𝐿

ାଵ||𝐿 

ทฤษฎีบทที่ 3 Pongsriiam (2014) ให 𝑚 เปนจํานวนคูและ 𝑛 ≥ 2 จะไดวา 

 3.1 ถา 𝐿
 |𝑚 แลว 𝐿

ାଵ|𝐹 

 3.2 ถา 𝐿
 ||𝑚 และ 𝑛 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 3) แลว 𝐿

ାଵ||𝐹 

 3.3 ถา 𝐿
 ||𝑚  𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 6) และ 

ೖశభ

ଶ
∤ 𝑚 แลว 𝐿

ାଵ||𝐹 

 3.4 ถา 𝐿
 ||𝑚  𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 6) และ 

ೖశభ

ଶ
|𝑚 แลว 𝐿

ାଶ||𝐹 

 3.5 ถา 𝐿
 ||𝑚  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6) และ 

ೖశభ

ସ
∤ 𝑚 แลว 𝐿

ାଵ||𝐹 

 3.6 ถา 𝐿
 ||𝑚  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6) และ 

ೖశభ

ସ
|𝑚 แลว 𝐿

ାଶ||4𝐹 

ตอมาในป ค.ศ. 2018 Onphaeng and Pongsriiam (2018) พิสูจนบทกลับของ (2) ทฤษฎีบทที่ 1 ทฤษฎีบทที่ 

2 และ ทฤษฎีบทท่ี 3 ไดดังนี้ 

ทฤษฎีบทที่ 4 Onphaeng and Pongsriiam (2018) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับและ 𝑛 ≥ 3 จะไดวา 

 4.1 ถา 𝐹
ାଵ|𝐹 และ 𝑛 ≢ 3(𝑚𝑜𝑑 6) แลว 𝐹

|𝑚 

 4.2 ถา 𝐹
ାଵ|𝐹 และ 𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6) แลว 𝐹

|2𝑚 และ 𝐹
ିଵ|𝑚 

 4.3 ถา 𝐹
ାଵ|𝐹  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6) และ 2|𝑚 แลว 𝐹

|𝑚  

สังเกตวา ทฤษฎีบทที่ 4 เปนบทกลับของ (2)  

ทฤษฎีบทที่ 5 Onphaeng and Pongsriiam (2018) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับและ 𝑛 ≥ 3 จะไดวา 
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 5.1 ถา 𝐹
ାଵ||𝐹 และ 𝑛 ≢ 3(𝑚𝑜𝑑 6) แลว 𝐹

||𝑚 

 5.2 ถา 𝐹
ାଵ||𝐹  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6) และ 2|𝑚 แลว 𝐹

||𝑚  

 5.3 ถา 𝐹
ାଵ||𝐹  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6) และ 2 ∤ 𝑚 แลว 𝐹

ିଵ||𝑚 

สังเกตวา ทฤษฎีบทที่ 5 เปนบทกลับของ ทฤษฎีบทที่ 1 

ทฤษฎีบทที่ 6 Onphaeng and Pongsriiam (2018) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับและ 𝑛 ≥ 2 จะไดวา 

 6.1 ถา 𝐿
ାଵ|𝐿 แลว 𝑛 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 3)  𝑚 เปนจํานวนคี่ และ  𝐿

 |𝑚 

 6.2 ถา 𝐿
ାଵ||𝐿 แลว 𝐿

 ||𝑚 

สังเกตวา ทฤษฎีบทที่ 6 เปนบทกลับของ ทฤษฎีบทที่ 2 

ทฤษฎีบทที่ 7 Onphaeng and Pongsriiam (2018) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับและ 𝑛 ≥ 2 ถา 𝐿
ାଵ|𝐹 

แลว 𝑚 เปนจํานวนคู และจะไดวา 

 7.1 ถา 𝐿
ାଵ|𝐹  และ  𝑛 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 6) แลว  𝐿

 |𝑚 

 7.2 ถา 𝐿
ାଵ||𝐹  และ  𝑛 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 6) แลว  𝐿

 ||𝑚 

 7.3 ถา 𝐿
ାଵ|𝐹  และ  𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 6) แลว  𝐿

{௩మ(),}
|𝑚 

 7.4 ถา 𝐿
ାଵ||𝐹  และ  𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 6) แลว  𝐿

{௩మ(),}
||𝑚 

สังเกตวา ทฤษฎีบทที่ 7 เปนบทกลับของ ทฤษฎีบทที่ 3 เมื่อรวมผลลัพธ (2) ของ Hoggatt and Bicknell-

Johnson (1977) ทฤษฎีบทที่ 1-3 ของ Pongsriiam (2014) และ ทฤษฎีบทที่ 4-7 ของ Onphaeng and 

Pongsriiam (2018) เราจะไดวา ปญหาสมบัติการหารลงตัวและการหารลงตัวอยางแทจริงดวยกําลังของจํานวนใน

ลําดับฟโบนัชชี (Fibonacci sequence) และลําดับลูคาส (Lucas sequence) ที่กลับมาเปนที่นาสนใจในป ค.ศ. 

1970 เริ่มโดย Matiyasevich นั้นครบถวนสมบูรณแลวในป ค.ศ. 2018  

สมบัติการหารลงตัวและสมบัติการหารลงตัวอยางแทจริงของ {𝑈}ஹ และ {𝑉}ஹ 

ในสวนนี้เราจะขอเริ่มที่นิยามของฟงกชันเพิ่มเติม ลําดับการปรากฏของ 𝑚 ใน {𝑈}ஹ เขียนแทนดวย 

τ(𝑚) เปนจํานวนเต็มบวก 𝑘 ที่เล็กที่สุดที่ 𝑚|𝑈 ตัวอยางเชน เมื่อ 𝑎 = 𝑏 = 1 แลว {𝑈}ஹ = {𝐹}ஹ  

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,89, … จะไดวา τ(2) = 3  τ(3) = 4 τ(4) = 6   และ τ(5) = 5  

ในป ค.ศ. 2018 Panraksa and Tangboonduangjit (2018) ไดศึกษา {𝐺(𝑛)}ஹ ซึ่งเปนลําดับยอย

ของ {𝑈}ஹ นิยามดังนี้ 𝐺(𝑛) = 𝑈ீೖషభ()  สําหรับ 𝑘 ≥ 2 และ 𝐺ଵ(𝑛) = 𝑈 ตัวอยางลําดับ 𝐺(𝑛)  

 
𝐺, 𝐺ீ , 𝐺ீಸ  

, 𝐺ீಸಸ  
, … 

 

ในป ค.ศ. 2020 Patra et al. (2021) ศึกษาสมบัติการหารลงตัวและการหารลงตัวอยางแทจริงของจํานวนบาลาน

ซิ่งและจํานวนโคบาลานซิ่ง (Balancing and Cobalancing numbers) ไดผลลัพธดังนี้  

ทฤษฎีบทที่ 8 Patra et al. (2021) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับและ 𝑛, 𝑚 ≥ 2 จะไดวา 



     P r i d i y a t h o r n  S c i e n c e  J o u r n a l  V o l . 3  N o . 2  :  P a g e  | 73 

ว า ร ส า ร วิ ท ย า ศ า ส ต ร ป รี ดี ย า ธ ร  ป ที่  3  ฉ บั บ ท่ี  1  

𝐵
||𝑚 ↔ 𝐵

ାଵ||𝐵 

ทฤษฎีบทที่ 9 Patra et al. (2021) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับและ 𝑚 เปนจํานวนคี่ จะไดวา 

𝐶
||𝑚 ↔ 𝐶

ାଵ||𝐶 

ทฤษฎีบทที่ 10 Patra et al. (2021) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับและ 𝑚 เปนจํานวนคู จะไดวา 

𝐶
||𝑚 ↔ 𝐶

ାଵ||𝐵 

สังเกตวา ทฤษฎีบทที่ 1 ทฤษฎีบทที่ 5  และ ทฤษฎีบทที่ 8 เปนสมบัติการหารลงตัวอยางแทจริงของ {𝐹}ஹ 

และ {𝐵}ஹ ซึ่งทั้งสองเปนลําดับลูคาสชนิดที่หนึ่ง (Lucas sequence of the first kind) ในกรณีที่ 

𝑎 = 𝑏 = 1 และ 𝑎 = 6  𝑏 = −1 ตามลําดับ ทฤษฎีบทที่ 2 ทฤษฎีบทที่ 6 และ ทฤษฎีบทที่ 9 เปนสมบัติการ

หารลงตัวอยางแทจริงของ {𝐿}ஹ และ {𝐶}ஹ ซึ่งทั้งสองเปนลําดับลูคาสชนิดที่สอง (Lucas sequence of 

the second kind) ในกรณีที่ 𝑎 = 𝑏 = 1 และ 𝑎 = 6  𝑏 = −1 ตามลําดับ ทฤษฎีบทที่ 3 ทฤษฎีบทที่ 7  และ 

ทฤษฎีบทที่ 10 เปนสมบัติการหารลงตัวอยางแทจริงของ {𝐹}ஹ  {𝐵}ஹ  {𝐿}ஹ และ {𝐶}ஹ ดังนั้น

ลําดับที่ทั่วไปกวาอยางลําดับลูคาสชนิดที่หนึ่งและชนิดที่สอง (Lucas sequences of the first and second 

kinds) จะมีสมบัติการหารลงตัวและการหารลงตัวอยางแทจริงหรือไม และคําตอบของคําถามนี้เกิดข้ึนในปเดียวกัน

และปถัดมาเมื่อ Onphaeng and Pongsriiam (2020,2021) ศึกษาสมบัติการหารลงตัวและการหารลงตัวอยาง

แทจริงของลําดับลูคาสชนิดที่หนึ่งและชนิดที่สอง (Lucas sequences of the first and second kinds) ได

ผลลัพธดังนี้  

ทฤษฎีบทที่ 11 Onphaeng and Pongsriiam (2020) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับ จะไดวา 

𝑈
|𝑚 → 𝑈

ାଵ|𝑈 

ทฤษฎีบทที่ 12 Onphaeng and Pongsriiam (2020) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับ 𝑎, 𝑏 เปนจํานวนเต็มซึ่ง 

(𝑎, 𝑏) = 1 𝑛 ≥ 2 และ 𝑈
||𝑚 จะไดวา 

 12.1 ถา 𝑎 เปนจํานวนคี่ 𝑏 เปนจํานวนคู แลว 𝑈
ାଵ||𝑈 

 12.2 ถา 𝑎 เปนจํานวนคู 𝑏 เปนจํานวนคี่ แลว 𝑈
ାଵ||𝑈 

 12.3 ถา 𝑎 และ 𝑏 เปนจํานวนคี่ และ 𝑛 ≢ 3(𝑚𝑜𝑑 6) แลว 𝑈
ାଵ||𝑈 

 12.4 ถา 𝑎 และ 𝑏 เปนจํานวนคี่ 𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6) และ 
ೖశభ

ଶ
∤ 𝑚 แลว 𝑈

ାଵ||𝑈 

 12.5 ถา 𝑎 และ 𝑏 เปนจํานวนคี่ 𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6)  
ೖశభ

ଶ
|𝑚 และ 2||𝑎ଶ + 3𝑏 แลว 𝑈

ାଵ||𝑈 

 12.6 ถา 𝑎 และ 𝑏 เปนจํานวนคี่ 𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6)  
ೖశభ

ଶ
|𝑚 และ 4|𝑎ଶ + 3𝑏 แลว 𝑈

ା௧ାଵ||𝑈 

เมื่อ 𝑡 = 𝑚𝑖𝑛൫{𝑣ଶ(𝑈) − 2} ∪ ൛𝑦 − 𝑘ห𝑝 เปนจํานวนเฉพาะคี่ที่หาร 𝑈 ลงตวั}൯ และ 𝑦 = ඌ
௩()

௩()
ඐ สําหรับทุก

จํานวนเฉพาะคี่ 𝑝 ที่หาร 𝑈  ลงตัว 

ทฤษฎีบทที่ 13 Onphaeng and Pongsriiam (2020) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับ 𝑎, 𝑏 เปนจํานวนเต็มซึ่ง 

(𝑎, 𝑏) = 1 𝑛 ≥ 2 และ 𝑈
ାଵ||𝑈 จะไดวา 

 13.1 ถา 𝑎 เปนจํานวนคี่ 𝑏 เปนจํานวนคู แลว 𝑈
||𝑚 
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 13.2 ถา 𝑎 เปนจํานวนคู 𝑏 เปนจํานวนคี่ แลว 𝑈
||𝑚 

 13.3 ถา 𝑎 และ 𝑏 เปนจํานวนคี่ และ 𝑛 ≢ 3(𝑚𝑜𝑑 6) แลว 𝑈
||𝑚 

 13.4 ถา 𝑎 และ 𝑏 เปนจํานวนคี่ 𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6) และ 2||𝑎ଶ + 3𝑏 แลว 𝑈
||𝑚 

 13.5 ถา 𝑎 และ 𝑏 เปนจํานวนคี่ 𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6)  4|𝑎ଶ + 3𝑏 และ 𝑣ଶ(𝑚) ≥ 𝑘 แลว 𝑈
||𝑚 

 13.6 ถา 𝑎 และ 𝑏 เปนจํานวนคี่ 𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6)  4|𝑎ଶ + 3𝑏 และ 𝑣ଶ(𝑚) < 𝑘 แลว 𝑚 เปนจํานวน

คู 𝑣ଶ(𝑚) ≥ 𝑘 + 1 − 𝑣ଶ(𝑎ଶ + 3𝑏) และ 𝑈
௩మ()

||𝑚 

ทฤษฎีบทที่ 14 Onphaeng and Pongsriiam (2021) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับ 𝑎, 𝑏 เปนจํานวนเต็มซึ่ง 

(𝑎, 𝑏) = 1 และ 𝑚 เปนจํานวนคี่ จะไดวา 

 14.1 ถา 𝑉
|𝑚 แลว 𝑉

ାଵ|𝑉 

 14.2 ถา 𝑉
||𝑚 แลว 𝑉

ାଵ||𝑉 

 14.3 ถา 𝑉
|𝑉 แลว 𝑉

ିଵ|𝑚 

 14.4 ถา 𝑉
||𝑉 แลว 𝑉

ିଵ||𝑚 

ทฤษฎีบทที่ 15 Onphaeng and Pongsriiam (2021) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับ 𝑎, 𝑏 เปนจํานวนเต็มซึ่ง 

(𝑎, 𝑏) = 1 𝑎 เปนจํานวนคี่ 𝑏 เปนจํานวนคู และ 𝑚 เปนจํานวนคี่ จะไดวา 

 15.1 ถา 𝑉
|𝑚 แลว 𝑉

ାଵ|𝑈 

 15.2 ถา 𝑉
||𝑚 แลว 𝑉

ାଵ||𝑈 

 15.3 ถา 𝑉
ାଵ|𝑈 แลว 𝑉

|𝑚 

 15.4 ถา 𝑉
ାଵ||𝑈 แลว 𝑉

||𝑚 

ทฤษฎีบทที่ 16 Onphaeng and Pongsriiam (2021) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับ 𝑎, 𝑏 เปนจํานวนเต็มซึ่ง 

(𝑎, 𝑏) = 1 𝑎 เปนจํานวนคู 𝑏 เปนจํานวนคี่ 𝑚 เปนจํานวนคู 𝑦 = ඌ
௩()

௩()
ඐ สําหรับทุกจํานวนเฉพาะคี่ 𝑝  ที่

หาร 𝑉 และ 𝑡 = 𝑚𝑖𝑛൫{𝑣ଶ(𝑛) + 𝑣ଶ(𝑎) − 2} ∪ ൛𝑦 − 𝑘ห𝑝 เปนจํานวนเฉพาะคี่ที่หาร 𝑉 ลงตวั}൯ ลงตัวจะไดวา 

 16.1 ถา 𝑉
|𝑚 และ 2|𝑛 แลว 𝑉

ାଵ|𝑈 

 16.2 ถา 𝑉
|𝑚 และ 2 ∤ 𝑛 แลว 

ೖశభ

ଶ
|𝑈 

 16.3 ถา 𝑉
|𝑚  2 ∤ 𝑛 และ 𝑣ଶ(𝑚) ≥ 𝑣ଶ(𝑉

) + 1 แลว 𝑉
ାଵ|𝑈 

 16.4 ถา 𝑉
|𝑚  2|𝑛 และ 

ೖశభ

ଶ
|𝑚 แลว 𝑡 ≥ 0  𝑣ଶ(𝑚) ≥ 𝑘 และ  𝑉

ା௧ାଵ|𝑈 

 16.5 ถา 𝑉
||𝑚  2|𝑛 และ 

ೖశభ

ଶ
∤ 𝑚 แลว 𝑉

ାଵ||𝑈 

 16.6 ถา 𝑉
||𝑚  2|𝑛 และ 


ೖశభ

ଶ
|𝑚 แลว 𝑉

ା௧ାଵ||𝑈 

 16.7 ถา 𝑉
||𝑚  2 ∤ 𝑛 และ 𝑣ଶ(𝑚) = 𝑣ଶ(𝑉

) แลว 𝑉
||𝑈 

 16.8 ถา 𝑉
||𝑚  2 ∤ 𝑛 และ 𝑣ଶ(𝑚) ≥ 𝑣ଶ(𝑉

) แลว 𝑉
ାଵ||𝑈 
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ทฤษฎีบทที่ 17 Onphaeng and Pongsriiam (2021) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับ 𝑎, 𝑏 เปนจํานวนเต็มซึ่ง 

(𝑎, 𝑏) = 1 𝑎 เปนจํานวนคู 𝑏 เปนจํานวนคี่ และ 𝑚 เปนจํานวนคู จะไดวา 

 17.1 สําหรับทุกจํานวนเฉพาะคี่ 𝑝 ถา 𝑣(𝑉
ାଵ) ≤ 𝑣(𝑈) แลว 𝑣(𝑉

) ≤ 𝑣(𝑚) 

 17.2 ถา 𝑉
ାଵ|𝑈 และ 2|𝑛 แลว 𝑉

(,௩మ())
|𝑚 

 17.3 ถา 𝑉
ାଵ||𝑈 และ 2|𝑛 แลว 𝑉

(,௩మ())
||𝑚 

 17.4 ถา 𝑉
ାଵ|𝑈 และ 2 ∤ 𝑛 แลว 𝑉

|𝑚 

 17.5 ถา 𝑉
ାଵ||𝑈 2 ∤ 𝑛 และ 

ೖశమ

ଶ
∤ 𝑈 แลว 𝑉

||𝑚 

 17.6 ถา 𝑉
ାଵ||𝑈 2 ∤ 𝑛 และ 

ೖశమ

ଶ
|𝑈 แลว 𝑉

ାଵ||𝑚 

ทฤษฎีบทที่ 18 Onphaeng and Pongsriiam (2021) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับ 𝑎, 𝑏 เปนจํานวนเต็มซึ่ง 

(𝑎, 𝑏) = 1 𝑎 และ 𝑏 เปนจํานวนคี่ 𝑚 เปนจํานวนคู 𝑦 = ඌ
௩()

௩()
ඐ สําหรับทุกจํานวนเฉพาะคี่ 𝑝 ที่หาร 𝑉  

ลงตัว 𝑐 = 𝑣ଶ(𝑈) − 1  

𝑡 = 𝑚𝑖𝑛൫{𝑣ଶ(𝑛) + 𝑐 − 1} ∪ ൛𝑦 − 𝑘ห𝑝 เปนจํานวนเฉพาะคี่ที่หาร 𝑉 ลงตัว}൯  

และ 𝑠 = min ({𝑐 − 1} ∪ ൛𝑦 − 𝑘ห𝑝 เปนจํานวนเฉพาะคี่ที่หาร 𝑉 ลงตัว}) จะไดวา 

 18.1 ถา 𝑉
|𝑚 แลว 𝑉

ାଵ|𝑈 

 18.2 ถา 𝑉
||𝑚 และ 𝑛 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑3) แลว 𝑉

ାଵ||𝑈 

 18.3 ถา 𝑉
||𝑚  𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑6) และ 


ೖశభ

ଶ
∤ 𝑚 แลว 𝑉

ାଵ||𝑈 

 18.4 ถา 𝑉
|𝑚  𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑6)และ 

ೖశభ

ଶ
|𝑚 แลว 𝑡 ≥ 0 และ 𝑉

ା௧ାଵ|𝑈 

 18.5 ถา 𝑉
||𝑚  𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑6) และ 

ೖశభ

ଶ
|𝑚 แลว 𝑉

ା௧ାଵ||𝑈 

 18.6 ถา 𝑉
||𝑚  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6) 2||𝑎ଶ + 3𝑏 และ 

ೖశభ

ଶ
∤ 𝑚 แลว 𝑉

ାଵ||𝑈 

 18.7 ถา 𝑉
|𝑚  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6) 2||𝑎ଶ + 3𝑏 และ 

ೖశభ

ଶ
|𝑚 แลว 𝑠 ≥ 0 และ 𝑉

ା௦ାଵ|𝑈 

 18.8 ถา 𝑉
||𝑚  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6) 2||𝑎ଶ + 3𝑏 และ 

ೖశభ

ଶ
|𝑚 แลว 𝑉

ା௦ାଵ||𝑈 

 18.9 ถา 𝑉
||𝑚  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6) 4|𝑎ଶ + 3𝑏 และ 

ೖశభ

ଶ
∤ 𝑚 แลว 𝑉

ାଵ||𝑈 

 18.10 ถา 𝑉
|𝑚  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6) 4|𝑎ଶ + 3𝑏 และ 

ೖశభ

ଶ
|𝑚 แลว 𝑉

ାଶ|2𝑈 

 18.11 ถา 𝑉
||𝑚  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6) 4|𝑎ଶ + 3𝑏 และ 

ೖశభ

ଶ
|𝑚 แลว 𝑉

ାଶ||2𝑈 

ทฤษฎีบทที่ 19 Onphaeng and Pongsriiam (2021) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับ 𝑎, 𝑏 เปนจํานวนเต็มซึ่ง 

(𝑎, 𝑏) = 1 𝑎 และ 𝑏 เปนจํานวนคี่ และ 𝑚 เปนจํานวนคู จะไดวา 

 19.1 สําหรับทุกจํานวนเฉพาะคี่ 𝑝 ที่หาร 𝑉 ลงตัว ถา 𝑣(𝑉
ାଵ) ≤ 𝑣(𝑈) แลว 𝑣(𝑉

) ≤

𝑣(𝑚) 
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 19.2 ถา 𝑉
ାଵ|𝑈 และ 𝑛 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑3) แลว 𝑉

|𝑚 

 19.3 ถา 𝑉
ାଵ||𝑈 และ 𝑛 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑3) แลว 𝑉

||𝑚 

 19.4 ถา 𝑉
ାଵ|𝑈  𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑6) และ 𝑣ଶ(𝑚) ≥ 𝑘 แลว 𝑉

|𝑚 

 19.5 ถา 𝑉
ାଵ||𝑈  𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑6) และ 𝑣ଶ(𝑚) ≥ 𝑘 แลว 𝑉

||𝑚 

 19.6 ถา 𝑉
ାଵ|𝑈  𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑6) และ 𝑣ଶ(𝑚) < 𝑘 แลว 𝑉

௩మ()
||𝑚 

 19.7 ถา 𝑉
ାଵ|𝑈  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6) 2||𝑎ଶ + 3𝑏 และ 𝑣ଶ(𝑚) ≥ 𝑘 แลว 𝑉

|𝑚 

 19.8 ถา 𝑉
ାଵ||𝑈  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6) 2||𝑎ଶ + 3𝑏 และ 𝑣ଶ(𝑚) ≥ 𝑘 แลว 𝑉

||𝑚 

 19.9 ถา 𝑉
ାଵ|𝑈  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6) 2||𝑎ଶ + 3𝑏 และ 𝑣ଶ(𝑚) < 𝑘 แลว 𝑉

௩మ()
||𝑚 

 19.10 ถา 𝑉
ାଵ|𝑈  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6) และ 4|𝑎ଶ + 3𝑏 แลว 𝑉

|𝑚 

 19.11 ถา 𝑉
ାଵ||𝑈  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6) และ 4|𝑎ଶ + 3𝑏 แลว 𝑉

||𝑚 

เมื่อรวมผลลัพธ ทฤษฎีบทที่ 10-19 ของ Onphaeng and Pongsriiam (2020,2021) เราจะไดวา ปญหาสมบัติ

การหารลงตัวและการหารลงตัวอยางแทจริงดวยกําลังของจํานวนในลําดับลูคาสชนิดที่หนึ่งและชนิดที่สอง (Lucas 

sequences of the first and second kinds) ที่เริ่มโดย Matiyasevich ในป ค.ศ. 1970 นั้นครบถวนสมบูรณ

แลวในป ค.ศ. 2021 รวมเวลาทั้งสิ้น 51 ป 

แนวทางในการพัฒนาสมบัติอื่น ๆ  

 สําหรับแนวทางในการขยายปญหานี้ ผูจัดทําขอเสนอสองแนวทาง แนวทางแรกศึกษาเศษเหลือจากการ

หาร ซึ่งจะมีตัวอยางเปนผลลัพธใน Onphaeng and Pongsriiam (2014) Panraksa et al. (2013) Patra et al. 

(2022) แนวทางท่ีสองศึกษาสมบัติเดียวกันนี้กับลําดับอื่น ๆ 

 

บทสรุป 

 

หลายครั้งที่ปญหาทางคณิตศาสตรเริ่มตนแกจากจุดเล็ก ๆ และขยายไปเรื่อย ๆ จนครบถวนสมบูรณ 

ปญหาสมบัติการหารลงตัวและการหารลงตัวอยางแทจริงก็เชนเดียวกันถึงแมจะใชเวลาทั้งสิ้น 51 ป ก็ตามแตเมื่อ

เราสังเกตดูแลวจะเห็นวา การพัฒนาสมบัติการหารลงตัวและการหารลงตัวอยางแทจริงในชวงแรกจะคอนขางชาใช

เวลาถึง 48 ป ปญหาสมบัติการหารลงตัวและการหารลงตัวอยางแทจริงดวยกําลังของจํานวนในลําดับฟโบนัชชี 

(Fibonacci sequence) และลําดับลูคาส (Lucas sequence) จึงจะครบถวนสมบูรณ แตเมื่อขยายปญหาไป

ลําดับลูคาสชนิดที่หนึ่งและชนิดที่สอง (Lucas sequences of the first and second kinds) ซึ่งเปนลําดับที่

ทั่วไปกวาและมีกรณีแยกยอยกวามาก แตกลับใชเวลาเพียง 3 ป ในการแกปญหานี้ สวนหนึ่งอาจจะมาจากการที่

เรามีเครื่องมือในการแกปญหาที่ดีข้ึนและเรามีแนวทางในการแกปญหาที่ดีที่ไดมาจากความสําเร็จในการแกปญหา

ครั้งกอนหนา  
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