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บทคัดยอ 

 

บทความนี้เปนการรวบรวมและเรียบเรียงสมบัติการหารลงตัว สมบัติการหารลงตัวอยางแทจริงดวยกําลัง

ของจํานวนในลําดับฟโบนัชชี (Fibonacci sequence) ลําดับลูคาส (Lucas sequence) และ ลําดับที่เปน

ความสัมพันธเวียนเกิด (Recurrence relation) อื่น ๆ และ สมบัติอื่น ๆ ที่เก่ียวกับการพัฒนาสมบัติการหารลงตัว

และการหารลงตัวอยางแทจริงดวยกําลังของจํานวนในลําดับลูคาสชนิดที่หนึ่ง (Lucas sequence of the first 

kind) และชนิดที่สอง (Lucas sequence of the second kind) ซึ่งสมบัตินี้มีผูที่ศึกษาและพัฒนาเปนจํานวน

มากและใชระยะเวลายาวนาน โดยสมบัตินี้เริ่มเปนที่สนใจและไดรับการพัฒนาในป ค.ศ. 1970 และเสร็จสมบูรณ

ในป ค.ศ. 2021 รวมเปนระยะเวลา 51 ป 

 

คําสําคัญ: การหารลงตัว การหารลงตัวอยางแทจริง ลําดับฟโบนัชชี ลําดับลูคาส ความสัมพันธเวียนเกิด ลําดับลู

คาสชนิดที่หนึ่ง ลําดับลูคาสชนิดที่สอง 
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Abstract 

 

 This article provides a comprehensive compilation and organization the properties of 

divisibility and exact divisibility by powers of the integers in the Fibonacci sequence, Lucas 

sequence, and other recurrence relations. It also explores properties related to the 

development of divisibility properties and exact divisibility by powers of the integers in the 

Lucas sequences of the first and second kinds. By exploring the development of these 

properties from 1970 to 2021, it highlights the contributions of numerous researchers over this 

51-year period and identifies avenues for future research. 

 

Keywords: Divisibility, Exact divisibility, Fibonacci sequence, Lucas sequence, Recurrence 

relation, Lucas sequence of the first kind, Lucas sequence of the second kind 

 

บทนํา  

 

ลําดับฟโบนัชชี (Fibonacci sequence) และลําดับลูคาส (Lucas sequence) เปนลําดับของตัวเลขที่

เก่ียวของกับคณติศาสตรและมักถูกศึกษารวมกันเนื่องจากมีโครงสรางที่คลายคลึงกัน 

ลําดับฟโบนัชชี (Fibonacci sequence) เปนลําดับตัวเลขที่เริ่มตนจาก 0 และ 1 และตัวเลขถัดไปใน

ลําดับจะเปนผลรวมของสองตัวเลขกอนหนา ลําดับนี้มีลักษณะดังนี้: 

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,89, … 

และตอไปเรื่อย ๆ เราสามารถเขียนลําดับฟโบนัชช ี(Fibonacci sequence) แทนดวย {𝐹௡}௡ஹ଴ และนิยามลําดับฟ

โบนชัช ี(Fibonacci sequence) ดวยความสัมพันธเวียนเกิด 𝐹௡ = 𝐹௡ିଵ + 𝐹௡ିଶ สําหรับ 𝑛 ≥ 2  𝐹଴ = 0 และ 
𝐹ଵ = 1  

ลําดับลูคาส (Lucas sequence) เปนลําดับตัวเลขที่คลายกับลําดับฟโบนัชชี (Fibonacci sequence) แต

เริ่มตนดวย 2 และ 1 แทนที่จะเปน 0 และ 1 ลําดับลูคาส (Lucas sequence) เริ่มตนดังนี้:  

2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47,76,123, …  

และตอไปเรื่อย ๆ เราสามารถเขียนลําดับลูคาส (Lucas sequence) แทนดวย {𝐿௡}௡ஹ଴ และนิยามลําดับลูคาส 

(Lucas sequence) ดวยความสัมพันธเวียนเกิด 𝐿௡ = 𝐿௡ିଵ + 𝐿௡ିଶ สําหรับ 𝑛 ≥ 2  𝐿଴ = 2 และ 𝐿ଵ = 1  

ทั้งสองลําดับสามารถใชในการศึกษาคุณสมบัติเฉพาะของตัวเลขและรูปแบบในคณิตศาสตร เชน สัดสวน

ทองคํา (Golden Ratio) ซึ่งเปนคาประมาณ 1.618 และเลขในธรรมชาติ เชน รูปแบบของเปลือกหอย การ

จัดเรียงของใบไม หรือแมแตโครงสรางของดอกไมและเมล็ดพืช ท้ังสองลําดับไมเพียงแตมีความสวยงามและ
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นาสนใจ แตยังมีการประยุกตใชในหลากหลายสาขาวิชา เชน การเขารหัสขอมูล การวิเคราะหทางการเงิน และการ

ออกแบบทางวิศวกรรม เปนตน  

เนื่องจากไดมีการศึกษาสมบัติของทั้งสองลําดับมาอยางยาวนานจึงทําใหมีสมบัติที่รูจักกันโดยทั่วไป

มากมายตัวอยางเชน 

𝐹௠ା௡ = 𝐹௠𝐹௡ାଵ + 𝐹௠ିଵ𝐹௡ 
 

𝐹௡ାଵ𝐹௡ିଵ − (𝐹௡)ଶ = (−1)௡ 
 

𝐿ି௡ = (−1)௡𝐿௡ 
 

𝐿௡ = 𝐹௡ାଵ+𝐹௡ିଵ 
 

5𝐹௡ = 𝐿௡ାଵ+𝐿௡ିଵ 
 

𝐹ଶ௡ = 𝐹௡𝐿௡ 
 

𝑚|𝑛 → 𝐹௠|𝐹௡ 
 

𝐹௠|𝐹௡ และ 𝑚 ≠ 2 →  𝑚|𝑛 

 นอกจากลําดับฟโบนัชชี (Fibonacci sequence) และลําดับลูคาส (Lucas sequence) ในบทความนี้เรา

จะกลาวถึงลําดับลูคาสชนิดที่หนึ่ง (Lucas sequence of the first kind) และชนิดที่สอง (Lucas sequence of 

the second kind) เขียนแทนดวย {𝑈௡}௡ஹ଴ และ {𝑉௡}௡ஹ଴ ตามลําดับ นิยามดวยความสัมพันธเวียนเกิด ให 𝑎, 𝑏 

เปนจํานวนเต็มจะไดวา 𝑈௡ = 𝑎𝑈௡ିଵ + 𝑏𝑈௡ିଶ สําหรับ 𝑛 ≥ 2  𝑈଴ = 0 และ 𝑈ଵ = 1 และ 𝑉௡ = 𝑎𝑉௡ିଵ +

𝑏𝑉௡ିଶ สําหรับ 𝑛 ≥ 2  𝑉଴ = 2 และ 𝑉ଵ = 𝑎 สังเกตวา ถา 𝑎 = 𝑏 = 1 แลว {𝑈௡}௡ஹ଴ = {𝐹௡}௡ஹ଴ และ 

{𝑉௡}௡ஹ଴ = {𝐿௡}௡ஹ଴ นั่นคือ ลําดับลูคาสชนิดท่ีหนึ่งและชนิดที่สอง (Lucas sequences of the first and 

second kinds) เปนรูปทั่วไปของลําดับฟโบนัชชี (Fibonacci sequence) และลําดับลูคาส (Lucas sequence) 

ตามลําดับ นอกจากนี้แลวเมื่อเราแทน 𝑎 = 2 และ 𝑏 = 1 จะไดวา 𝑈௡ = 2𝑈௡ିଵ + 𝑈௡ିଶ ซึ่งเปนนิยาม

เดียวกันกับลําดับเพล (Pell sequence) เขียนแทนดวย {𝑃௡}௡ஹ଴ นั่นคือ {𝑈௡}௡ஹ଴ = {𝑃௡}௡ஹ଴ เมื่อ 𝑎 = 2 และ 

𝑏 = 1 ในทํานองเดียวกัน จํานวนบาลานซิ่งและจํานวนโคบาลานซิ่ง (Balancing and Cobalancing numbers) 

เขียนแทนดวย {𝐵௡}௡ஹ଴ และ {𝐶௡}௡ஹ଴ ตามลําดับ เราไดวา {𝑈௡}௡ஹ଴ = {𝐵௡}௡ஹ଴ และ {𝑉௡}௡ஹ଴ = {𝐶௡}௡ஹ଴ 

เมื่อ 𝑎 = 6 และ 𝑏 = −1 ซึ่งลําดับเพล (Pell sequence) จํานวนบาลานซิ่งและจํานวนโคบาลานซิ่ง 

(Balancing and Cobalancing numbers) เราจะกลาวถึงในลําดับถัดไป  

 ในบทความนี้เราจะเนนไปที่สมบัติการหารและการหารลงตัวอยางแทจริงของ {𝐹௡}௡ஹ଴  {𝐿௡}௡ஹ଴ 

{𝑈௡}௡ஹ଴ และ {𝑉௡}௡ஹ଴ ซึ่งเราจะแบงการนําเสนอเปนสามสวน สวนแรกจะเปนการรวบรวมและเรียบเรียง
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พัฒนาการของสมบัติการหารลงตัวและสมบัติการหารลงตัวอยางแทจริงดวยกําลังของจํานวนในลําดับฟโบนัชชี 

(Fibonacci sequence) และลําดับลูคาส (Lucas sequence) สวนที่สองจะเปนการรวบรวมและเรียบเรียงการ

ขยายสมบัติการหารลงตัวและสมบัติการหารลงตัวอยางแทจริงของลําดับฟโบนัชชี (Fibonacci sequence) และ

ลําดับลูคาส (Lucas sequence) ไปสูลําดับที่ทั่วไปกวานั่นคือ ลําดับลูคาสชนิดที่หนึ่งและชนิดที่สอง (Lucas 

sequences of the first and second kinds) และสวนสุดทายจะเปนการกลาวถึงแนวทางในการพัฒนาสมบัติ

อ่ืน ๆ หรือ สมบัติเดียวกันนี้กับลําดับอื่น ๆ 

พัฒนาการของสมบัติการหารลงตัวและสมบัติการหารลงตัวอยางแทจริงของ {𝐹௡}௡ஹ଴ และ {𝐿௡}௡ஹ଴ 

  ในสวนนี้เราจะขอเริ่มที่นิยามของฟงกชันตาง ๆ การหารลงตัวอยางแทจริง เขียนแทนดวยสัญลักษณ 

𝑚௞||𝑛 หมายถึง 𝑚௞|𝑛 และ 𝑚௞ାଵ ∤ 𝑛 หรือ 𝑚௞ หาร 𝑛 ลงตัว แต 𝑚௞ାଵ หาร 𝑛 ไมลงตัว สัญลักษณ 

𝑣௣(𝑛) = 𝑘 ถา 𝑝௞||𝑛 ตัวอยางเชน ให 𝑛 = 2ସ × 3ହ × 5ଶ × 7 จะไดวา 2ସ||𝑛  3ହ||𝑛  5ଶ||𝑛  7||𝑛 

11଴||𝑛  𝑣ଶ(𝑛) = 4  𝑣ଷ(𝑛) = 5  𝑣ହ(𝑛) = 2  𝑣଻(𝑛) = 1 และ 𝑣ଵଵ(𝑛) = 0   

 สมบัติการหารลงตัวของ 𝐹௡ กลับมาเปนที่นาสนใจในป ค.ศ. 1970 เนื่องมาจาก Matiyasevich (1970) 

ไดพิสูจน 

𝐹௡
ଶ|𝐹௠௡ ↔ 𝐹௡|𝑚                  (1) 

และใช (1) ในการแกปญหาขอที่ 10 ของ Hilbert ตอมาในป ค.ศ. 1977 Hoggatt and Bicknell-Johnson 

(1977) ไดใหการพิสูจนอีกแบบหนึ่งและขยายผลลัพธ (1) ของ (Matiyasevich, 1970) ไดผลลัพธดังนี้  

ถา 𝑚 เปนจํานวนคี่ แลว  

𝐹௡
ଷ|𝐹௠௡ ↔ 𝐹௡

ଶ|𝑚 

 

และไดผลลัพธคลาย ๆ กันในบางกรณทีี่เลขชี้กําลังของ 𝐹௡ ไมเกิน 6 และยังไดแสดงอีกวา ถา 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวน

นับแลว  

𝐹௡
௞|𝑚 → 𝐹௡

௞ାଵ|𝐹௠௡                  (2) 

 

สังเกตวาผลลัพธ (2) ของ Hoggatt and Bicknell-Johnson (1977) ยังไมสมบูรณ ตอมาในป ค.ศ. 2012 

Tangboonduangjit and Wiboonton (2012) ไดศึกษา {𝐺௞(𝑛)}௞ஹ଴ ซึ่งเปนลําดับยอยของ {𝐹௡}௡ஹ଴ นิยาม

ดังนี้ 𝐺௞(𝑛) = 𝐹௡ீೖషభ(௡)  และ 𝐺ଵ(𝑛) = 𝐹௡ ตัวอยาง 𝐺௞(𝑛)  

 
𝐹௡, 𝐹௡ி೙ , 𝐹௡ி೙ಷ೙  

, 𝐹௡ி೙ಷ೙ಷ೙  
, … 

 

และไดผลลัพธดังนี้ 𝐹௡
௞|𝐺௞(𝑛) สําหรับทุก 𝑘 ≥ 1 ในปตอมา Panraksa et al. (2013) ไดพิสูจน 𝐹௡

௞||𝐺௞(𝑛) 

สําหรับทุก 𝑘 ≥ 1 ตอมาในป ค.ศ. 2014 Onphaeng and Pongsriiam (2014) ไดขยายนิยาม 𝐺௞(𝑛) และ
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ผลลัพธของ Panraksa et al. (2013) Tangboonduangjit and Wiboonton (2012) เปน 𝐺(1, 𝑛, 𝑚) = 𝐹௡
௠ 

และ  𝐺(𝑘 + 1, 𝑛, 𝑚) = 𝐹௡ீ(௞,௡,௠) สั ง เกตวา  𝐺(𝑘, 𝑛, 1) = 𝐺௞(𝑛) และไดผลลัพธ เปน 

𝐹௡
௞ା௠ିଵ|𝐺(𝑘, 𝑛, 𝑚) สําหรับทุก 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับ 𝐹௡

௞ା௠ିଵ||𝐺(𝑘, 𝑛, 𝑚) สําหรับ 𝑘 ≥ 2 𝑛 ≥ 4 และ 

𝑚 ≥ 1 ในปเดียวกัน Pongsriiam (2014) ขยายผลลัพธการหารลงตัวอยางแทจริงของ Panraksa et al. (2013) 

Tangboonduangjit and Wiboonton (2012) และ Onphaeng and Pongsriiam (2014) ไปกรณีที่ทั่วไปกวา

แสดงใน ทฤษฎีบทที่ 1 ขยายผลลัพธการหารและการหารลงตัวอยางแทจริงใน {𝐿௡}௡ஹ଴ แสดงใน ทฤษฎีบทที่ 2 

และขยายผลลัพธการหารและการหารลงตัวอยางแทจริงใน {𝐹௡}௡ஹ଴ และ {𝐿௡}௡ஹ଴ แสดงใน ทฤษฎีบทที่ 3 ดังนี้ 

ทฤษฎีบทที่ 1 Pongsriiam (2014) สําหรับจํานวนนับ 𝑛 ≥ 3 จะไดวา 

 1.1 ถา 𝐹௡
௞||𝑚 และ 𝑛 ≢ 3(𝑚𝑜𝑑 6) แลว 𝐹௡

௞ାଵ||𝐹௠௡ 

 1.2 ถา 𝐹௡
௞||𝑚   𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6) และ ி೙

ೖశభ

ଶ
∤ 𝑚 แลว 𝐹௡

௞ାଵ||𝐹௠௡ 

 1.3 ถา 𝐹௡
௞||𝑚   𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6) และ ி೙

ೖశభ

ଶ
|𝑚 แลว 𝐹௡

௞ାଶ||𝐹௠௡ 

ทฤษฎีบทที่ 2 Pongsriiam (2014) ให 𝑚 เปนจํานวนคี่ จะไดวา 

 2.1 ถา 𝐿௡
௞ |𝑚 แลว 𝐿௡

௞ାଵ|𝐿௠௡ 

 2.2 ถา 𝐿௡
௞ ||𝑚 และ 𝑛 ≥ 2  แลว 𝐿௡

௞ାଵ||𝐿௠௡ 

ทฤษฎีบทที่ 3 Pongsriiam (2014) ให 𝑚 เปนจํานวนคูและ 𝑛 ≥ 2 จะไดวา 

 3.1 ถา 𝐿௡
௞ |𝑚 แลว 𝐿௡

௞ାଵ|𝐹௠௡ 

 3.2 ถา 𝐿௡
௞ ||𝑚 และ 𝑛 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 3) แลว 𝐿௡

௞ାଵ||𝐹௠௡ 

 3.3 ถา 𝐿௡
௞ ||𝑚  𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 6) และ ௅೙

ೖశభ

ଶ
∤ 𝑚 แลว 𝐿௡

௞ାଵ||𝐹௠௡ 

 3.4 ถา 𝐿௡
௞ ||𝑚  𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 6) และ ௅೙

ೖశభ

ଶ
|𝑚 แลว 𝐿௡

௞ାଶ||𝐹௠௡ 

 3.5 ถา 𝐿௡
௞ ||𝑚  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6) และ ௅೙

ೖశభ

ସ
∤ 𝑚 แลว 𝐿௡

௞ାଵ||𝐹௠௡ 

 3.6 ถา 𝐿௡
௞ ||𝑚  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6) และ ௅೙

ೖశభ

ସ
|𝑚 แลว 𝐿௡

௞ାଶ||4𝐹௠௡ 

ตอมาในป ค.ศ. 2018 Onphaeng and Pongsriiam (2018) พิสูจนบทกลับของ (2) ทฤษฎีบทที่ 1 ทฤษฎีบทที่ 

2 และ ทฤษฎีบทท่ี 3 ไดดังนี้ 

ทฤษฎีบทที่ 4 Onphaeng and Pongsriiam (2018) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับและ 𝑛 ≥ 3 จะไดวา 

 4.1 ถา 𝐹௡
௞ାଵ|𝐹௠௡ และ 𝑛 ≢ 3(𝑚𝑜𝑑 6) แลว 𝐹௡

௞|𝑚 

 4.2 ถา 𝐹௡
௞ାଵ|𝐹௠௡ และ 𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6) แลว 𝐹௡

௞|2𝑚 และ 𝐹௡
௞ିଵ|𝑚 

 4.3 ถา 𝐹௡
௞ାଵ|𝐹௠௡  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6) และ 2௞|𝑚 แลว 𝐹௡

௞|𝑚  

สังเกตวา ทฤษฎีบทที่ 4 เปนบทกลับของ (2)  

ทฤษฎีบทที่ 5 Onphaeng and Pongsriiam (2018) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับและ 𝑛 ≥ 3 จะไดวา 
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 5.1 ถา 𝐹௡
௞ାଵ||𝐹௠௡ และ 𝑛 ≢ 3(𝑚𝑜𝑑 6) แลว 𝐹௡

௞||𝑚 

 5.2 ถา 𝐹௡
௞ାଵ||𝐹௠௡  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6) และ 2௞|𝑚 แลว 𝐹௡

௞||𝑚  

 5.3 ถา 𝐹௡
௞ାଵ||𝐹௠௡  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6) และ 2௞ ∤ 𝑚 แลว 𝐹௡

௞ିଵ||𝑚 

สังเกตวา ทฤษฎีบทที่ 5 เปนบทกลับของ ทฤษฎีบทที่ 1 

ทฤษฎีบทที่ 6 Onphaeng and Pongsriiam (2018) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับและ 𝑛 ≥ 2 จะไดวา 

 6.1 ถา 𝐿௡
௞ାଵ|𝐿௠௡ แลว 𝑛 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 3)  𝑚 เปนจํานวนคี่ และ  𝐿௡

௞ |𝑚 

 6.2 ถา 𝐿௡
௞ାଵ||𝐿௠௡ แลว 𝐿௡

௞ ||𝑚 

สังเกตวา ทฤษฎีบทที่ 6 เปนบทกลับของ ทฤษฎีบทที่ 2 

ทฤษฎีบทที่ 7 Onphaeng and Pongsriiam (2018) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับและ 𝑛 ≥ 2 ถา 𝐿௡
௞ାଵ|𝐹௠௡ 

แลว 𝑚 เปนจํานวนคู และจะไดวา 

 7.1 ถา 𝐿௡
௞ାଵ|𝐹௠௡  และ  𝑛 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 6) แลว  𝐿௡

௞ |𝑚 

 7.2 ถา 𝐿௡
௞ାଵ||𝐹௠௡  และ  𝑛 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 6) แลว  𝐿௡

௞ ||𝑚 

 7.3 ถา 𝐿௡
௞ାଵ|𝐹௠௡  และ  𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 6) แลว  𝐿௡

௠௜௡{௩మ(௠),௞}
|𝑚 

 7.4 ถา 𝐿௡
௞ାଵ||𝐹௠௡  และ  𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 6) แลว  𝐿௡

௠௜௡{௩మ(௠),௞}
||𝑚 

สังเกตวา ทฤษฎีบทที่ 7 เปนบทกลับของ ทฤษฎีบทที่ 3 เมื่อรวมผลลัพธ (2) ของ Hoggatt and Bicknell-

Johnson (1977) ทฤษฎีบทที่ 1-3 ของ Pongsriiam (2014) และ ทฤษฎีบทที่ 4-7 ของ Onphaeng and 

Pongsriiam (2018) เราจะไดวา ปญหาสมบัติการหารลงตัวและการหารลงตัวอยางแทจริงดวยกําลังของจํานวนใน

ลําดับฟโบนัชชี (Fibonacci sequence) และลําดับลูคาส (Lucas sequence) ที่กลับมาเปนที่นาสนใจในป ค.ศ. 

1970 เริ่มโดย Matiyasevich นั้นครบถวนสมบูรณแลวในป ค.ศ. 2018  

สมบัติการหารลงตัวและสมบัติการหารลงตัวอยางแทจริงของ {𝑈௡}௡ஹ଴ และ {𝑉௡}௡ஹ଴ 

ในสวนนี้เราจะขอเริ่มที่นิยามของฟงกชันเพิ่มเติม ลําดับการปรากฏของ 𝑚 ใน {𝑈௡}௡ஹ଴ เขียนแทนดวย 

τ(𝑚) เปนจํานวนเต็มบวก 𝑘 ที่เล็กที่สุดที่ 𝑚|𝑈௞ ตัวอยางเชน เมื่อ 𝑎 = 𝑏 = 1 แลว {𝑈௡}௡ஹ଴ = {𝐹௡}௡ஹ଴  

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,89, … จะไดวา τ(2) = 3  τ(3) = 4 τ(4) = 6   และ τ(5) = 5  

ในป ค.ศ. 2018 Panraksa and Tangboonduangjit (2018) ไดศึกษา {𝐺௞(𝑛)}௞ஹ଴ ซึ่งเปนลําดับยอย

ของ {𝑈௡}௡ஹ଴ นิยามดังนี้ 𝐺௞(𝑛) = 𝑈௡ீೖషభ(௡)  สําหรับ 𝑘 ≥ 2 และ 𝐺ଵ(𝑛) = 𝑈௡ ตัวอยางลําดับ 𝐺௞(𝑛)  

 
𝐺௡, 𝐺௡ீ೙ , 𝐺௡ீ೙ಸ೙  

, 𝐺௡ீ೙ಸ೙ಸ೙  
, … 

 

ในป ค.ศ. 2020 Patra et al. (2021) ศึกษาสมบัติการหารลงตัวและการหารลงตัวอยางแทจริงของจํานวนบาลาน

ซิ่งและจํานวนโคบาลานซิ่ง (Balancing and Cobalancing numbers) ไดผลลัพธดังนี้  

ทฤษฎีบทที่ 8 Patra et al. (2021) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับและ 𝑛, 𝑚 ≥ 2 จะไดวา 
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𝐵௡
௞||𝑚 ↔ 𝐵௡

௞ାଵ||𝐵௠௡ 

ทฤษฎีบทที่ 9 Patra et al. (2021) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับและ 𝑚 เปนจํานวนคี่ จะไดวา 

𝐶௡
௞||𝑚 ↔ 𝐶௡

௞ାଵ||𝐶௠௡ 

ทฤษฎีบทที่ 10 Patra et al. (2021) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับและ 𝑚 เปนจํานวนคู จะไดวา 

𝐶௡
௞||𝑚 ↔ 𝐶௡

௞ାଵ||𝐵௠௡ 

สังเกตวา ทฤษฎีบทที่ 1 ทฤษฎีบทที่ 5  และ ทฤษฎีบทที่ 8 เปนสมบัติการหารลงตัวอยางแทจริงของ {𝐹௡}௡ஹ଴ 

และ {𝐵௡}௡ஹ଴ ซึ่งทั้งสองเปนลําดับลูคาสชนิดที่หนึ่ง (Lucas sequence of the first kind) ในกรณีที่ 

𝑎 = 𝑏 = 1 และ 𝑎 = 6  𝑏 = −1 ตามลําดับ ทฤษฎีบทที่ 2 ทฤษฎีบทที่ 6 และ ทฤษฎีบทที่ 9 เปนสมบัติการ

หารลงตัวอยางแทจริงของ {𝐿௡}௡ஹ଴ และ {𝐶௡}௡ஹ଴ ซึ่งทั้งสองเปนลําดับลูคาสชนิดที่สอง (Lucas sequence of 

the second kind) ในกรณีที่ 𝑎 = 𝑏 = 1 และ 𝑎 = 6  𝑏 = −1 ตามลําดับ ทฤษฎีบทที่ 3 ทฤษฎีบทที่ 7  และ 

ทฤษฎีบทที่ 10 เปนสมบัติการหารลงตัวอยางแทจริงของ {𝐹௡}௡ஹ଴  {𝐵௡}௡ஹ଴  {𝐿௡}௡ஹ଴ และ {𝐶௡}௡ஹ଴ ดังนั้น

ลําดับที่ทั่วไปกวาอยางลําดับลูคาสชนิดที่หนึ่งและชนิดที่สอง (Lucas sequences of the first and second 

kinds) จะมีสมบัติการหารลงตัวและการหารลงตัวอยางแทจริงหรือไม และคําตอบของคําถามนี้เกิดข้ึนในปเดียวกัน

และปถัดมาเมื่อ Onphaeng and Pongsriiam (2020,2021) ศึกษาสมบัติการหารลงตัวและการหารลงตัวอยาง

แทจริงของลําดับลูคาสชนิดที่หนึ่งและชนิดที่สอง (Lucas sequences of the first and second kinds) ได

ผลลัพธดังนี้  

ทฤษฎีบทที่ 11 Onphaeng and Pongsriiam (2020) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับ จะไดวา 

𝑈௡
௞|𝑚 → 𝑈௡

௞ାଵ|𝑈௠௡ 

ทฤษฎีบทที่ 12 Onphaeng and Pongsriiam (2020) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับ 𝑎, 𝑏 เปนจํานวนเต็มซึ่ง 

(𝑎, 𝑏) = 1 𝑛 ≥ 2 และ 𝑈௡
௞||𝑚 จะไดวา 

 12.1 ถา 𝑎 เปนจํานวนคี่ 𝑏 เปนจํานวนคู แลว 𝑈௡
௞ାଵ||𝑈௠௡ 

 12.2 ถา 𝑎 เปนจํานวนคู 𝑏 เปนจํานวนคี่ แลว 𝑈௡
௞ାଵ||𝑈௠௡ 

 12.3 ถา 𝑎 และ 𝑏 เปนจํานวนคี่ และ 𝑛 ≢ 3(𝑚𝑜𝑑 6) แลว 𝑈௡
௞ାଵ||𝑈௠௡ 

 12.4 ถา 𝑎 และ 𝑏 เปนจํานวนคี่ 𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6) และ ௎೙
ೖశభ

ଶ
∤ 𝑚 แลว 𝑈௡

௞ାଵ||𝑈௠௡ 

 12.5 ถา 𝑎 และ 𝑏 เปนจํานวนคี่ 𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6)  ௎೙
ೖశభ

ଶ
|𝑚 และ 2||𝑎ଶ + 3𝑏 แลว 𝑈௡

௞ାଵ||𝑈௠௡ 

 12.6 ถา 𝑎 และ 𝑏 เปนจํานวนคี่ 𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6)  ௎೙
ೖశభ

ଶ
|𝑚 และ 4|𝑎ଶ + 3𝑏 แลว 𝑈௡

௞ା௧ାଵ||𝑈௠௡ 

เมื่อ 𝑡 = 𝑚𝑖𝑛൫{𝑣ଶ(𝑈଺) − 2} ∪ ൛𝑦௣ − 𝑘ห𝑝 เปนจํานวนเฉพาะคี่ที่หาร 𝑈௡ ลงตวั}൯ และ 𝑦௣ = ඌ
௩೛(௠)

௩೛(௎೙)
ඐ สําหรับทุก

จํานวนเฉพาะคี่ 𝑝 ที่หาร 𝑈௡  ลงตัว 

ทฤษฎีบทที่ 13 Onphaeng and Pongsriiam (2020) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับ 𝑎, 𝑏 เปนจํานวนเต็มซึ่ง 

(𝑎, 𝑏) = 1 𝑛 ≥ 2 และ 𝑈௡
௞ାଵ||𝑈௠௡ จะไดวา 

 13.1 ถา 𝑎 เปนจํานวนคี่ 𝑏 เปนจํานวนคู แลว 𝑈௡
௞||𝑚 



     P r i d i y a t h o r n  S c i e n c e  J o u r n a l  V o l . 3  N o . 2  :  P a g e  | 74 

ว า ร ส า ร วิ ท ย า ศ า ส ต ร ป รี ดี ย า ธ ร  ป ที่  3  ฉ บั บ ท่ี  1  

 13.2 ถา 𝑎 เปนจํานวนคู 𝑏 เปนจํานวนคี่ แลว 𝑈௡
௞||𝑚 

 13.3 ถา 𝑎 และ 𝑏 เปนจํานวนคี่ และ 𝑛 ≢ 3(𝑚𝑜𝑑 6) แลว 𝑈௡
௞||𝑚 

 13.4 ถา 𝑎 และ 𝑏 เปนจํานวนคี่ 𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6) และ 2||𝑎ଶ + 3𝑏 แลว 𝑈௡
௞||𝑚 

 13.5 ถา 𝑎 และ 𝑏 เปนจํานวนคี่ 𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6)  4|𝑎ଶ + 3𝑏 และ 𝑣ଶ(𝑚) ≥ 𝑘 แลว 𝑈௡
௞||𝑚 

 13.6 ถา 𝑎 และ 𝑏 เปนจํานวนคี่ 𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6)  4|𝑎ଶ + 3𝑏 และ 𝑣ଶ(𝑚) < 𝑘 แลว 𝑚 เปนจํานวน

คู 𝑣ଶ(𝑚) ≥ 𝑘 + 1 − 𝑣ଶ(𝑎ଶ + 3𝑏) และ 𝑈௡
௩మ(௠)

||𝑚 

ทฤษฎีบทที่ 14 Onphaeng and Pongsriiam (2021) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับ 𝑎, 𝑏 เปนจํานวนเต็มซึ่ง 

(𝑎, 𝑏) = 1 และ 𝑚 เปนจํานวนคี่ จะไดวา 

 14.1 ถา 𝑉௡
௞|𝑚 แลว 𝑉௡

௞ାଵ|𝑉௠௡ 

 14.2 ถา 𝑉௡
௞||𝑚 แลว 𝑉௡

௞ାଵ||𝑉௠௡ 

 14.3 ถา 𝑉௡
௞|𝑉௠௡ แลว 𝑉௡

௞ିଵ|𝑚 

 14.4 ถา 𝑉௡
௞||𝑉௠௡ แลว 𝑉௡

௞ିଵ||𝑚 

ทฤษฎีบทที่ 15 Onphaeng and Pongsriiam (2021) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับ 𝑎, 𝑏 เปนจํานวนเต็มซึ่ง 

(𝑎, 𝑏) = 1 𝑎 เปนจํานวนคี่ 𝑏 เปนจํานวนคู และ 𝑚 เปนจํานวนคี่ จะไดวา 

 15.1 ถา 𝑉௡
௞|𝑚 แลว 𝑉௡

௞ାଵ|𝑈௠௡ 

 15.2 ถา 𝑉௡
௞||𝑚 แลว 𝑉௡

௞ାଵ||𝑈௠௡ 

 15.3 ถา 𝑉௡
௞ାଵ|𝑈௠௡ แลว 𝑉௡

௞|𝑚 

 15.4 ถา 𝑉௡
௞ାଵ||𝑈௠௡ แลว 𝑉௡

௞||𝑚 

ทฤษฎีบทที่ 16 Onphaeng and Pongsriiam (2021) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับ 𝑎, 𝑏 เปนจํานวนเต็มซึ่ง 

(𝑎, 𝑏) = 1 𝑎 เปนจํานวนคู 𝑏 เปนจํานวนคี่ 𝑚 เปนจํานวนคู 𝑦௣ = ඌ
௩೛(௠)

௩೛(௏೙)
ඐ สําหรับทุกจํานวนเฉพาะคี่ 𝑝  ที่

หาร 𝑉௡ และ 𝑡 = 𝑚𝑖𝑛൫{𝑣ଶ(𝑛) + 𝑣ଶ(𝑎) − 2} ∪ ൛𝑦௣ − 𝑘ห𝑝 เปนจํานวนเฉพาะคี่ที่หาร 𝑉௡ ลงตวั}൯ ลงตัวจะไดวา 

 16.1 ถา 𝑉௡
௞|𝑚 และ 2|𝑛 แลว 𝑉௡

௞ାଵ|𝑈௠௡ 

 16.2 ถา 𝑉௡
௞|𝑚 และ 2 ∤ 𝑛 แลว ௏೙

ೖశభ

ଶ
|𝑈௠௡ 

 16.3 ถา 𝑉௡
௞|𝑚  2 ∤ 𝑛 และ 𝑣ଶ(𝑚) ≥ 𝑣ଶ(𝑉௡

௞) + 1 แลว 𝑉௡
௞ାଵ|𝑈௠௡ 

 16.4 ถา 𝑉௡
௞|𝑚  2|𝑛 และ ௏೙

ೖశభ

ଶ
|𝑚 แลว 𝑡 ≥ 0  𝑣ଶ(𝑚) ≥ 𝑘 และ  𝑉௡

௞ା௧ାଵ|𝑈௠௡ 

 16.5 ถา 𝑉௡
௞||𝑚  2|𝑛 และ ௏೙

ೖశభ

ଶ
∤ 𝑚 แลว 𝑉௡

௞ାଵ||𝑈௠௡ 

 16.6 ถา 𝑉௡
௞||𝑚  2|𝑛 และ 

௏೙
ೖశభ

ଶ
|𝑚 แลว 𝑉௡

௞ା௧ାଵ||𝑈௠௡ 

 16.7 ถา 𝑉௡
௞||𝑚  2 ∤ 𝑛 และ 𝑣ଶ(𝑚) = 𝑣ଶ(𝑉௡

௞) แลว 𝑉௡
௞||𝑈௠௡ 

 16.8 ถา 𝑉௡
௞||𝑚  2 ∤ 𝑛 และ 𝑣ଶ(𝑚) ≥ 𝑣ଶ(𝑉௡

௞) แลว 𝑉௡
௞ାଵ||𝑈௠௡ 
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ทฤษฎีบทที่ 17 Onphaeng and Pongsriiam (2021) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับ 𝑎, 𝑏 เปนจํานวนเต็มซึ่ง 

(𝑎, 𝑏) = 1 𝑎 เปนจํานวนคู 𝑏 เปนจํานวนคี่ และ 𝑚 เปนจํานวนคู จะไดวา 

 17.1 สําหรับทุกจํานวนเฉพาะคี่ 𝑝 ถา 𝑣௣(𝑉௡
௞ାଵ) ≤ 𝑣௣(𝑈௠௡) แลว 𝑣௣(𝑉௡

௞) ≤ 𝑣௣(𝑚) 

 17.2 ถา 𝑉௡
௞ାଵ|𝑈௠௡ และ 2|𝑛 แลว 𝑉௡

௠௜௡(௞,௩మ(௠))
|𝑚 

 17.3 ถา 𝑉௡
௞ାଵ||𝑈௠௡ และ 2|𝑛 แลว 𝑉௡

௠௜௡(௞,௩మ(௠))
||𝑚 

 17.4 ถา 𝑉௡
௞ାଵ|𝑈௠௡ และ 2 ∤ 𝑛 แลว 𝑉௡

௞|𝑚 

 17.5 ถา 𝑉௡
௞ାଵ||𝑈௠௡ 2 ∤ 𝑛 และ ௏೙

ೖశమ

ଶ
∤ 𝑈௠௡ แลว 𝑉௡

௞||𝑚 

 17.6 ถา 𝑉௡
௞ାଵ||𝑈௠௡ 2 ∤ 𝑛 และ ௏೙

ೖశమ

ଶ
|𝑈௠௡ แลว 𝑉௡

௞ାଵ||𝑚 

ทฤษฎีบทที่ 18 Onphaeng and Pongsriiam (2021) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับ 𝑎, 𝑏 เปนจํานวนเต็มซึ่ง 

(𝑎, 𝑏) = 1 𝑎 และ 𝑏 เปนจํานวนคี่ 𝑚 เปนจํานวนคู 𝑦௣ = ඌ
௩೛(௠)

௩೛(௏೙)
ඐ สําหรับทุกจํานวนเฉพาะคี่ 𝑝 ที่หาร 𝑉௡  

ลงตัว 𝑐 = 𝑣ଶ(𝑈଺) − 1  

𝑡 = 𝑚𝑖𝑛൫{𝑣ଶ(𝑛) + 𝑐 − 1} ∪ ൛𝑦௣ − 𝑘ห𝑝 เปนจํานวนเฉพาะคี่ที่หาร 𝑉௡ ลงตัว}൯  

และ 𝑠 = min ({𝑐 − 1} ∪ ൛𝑦௣ − 𝑘ห𝑝 เปนจํานวนเฉพาะคี่ที่หาร 𝑉௡ ลงตัว}) จะไดวา 

 18.1 ถา 𝑉௡
௞|𝑚 แลว 𝑉௡

௞ାଵ|𝑈௠௡ 

 18.2 ถา 𝑉௡
௞||𝑚 และ 𝑛 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑3) แลว 𝑉௡

௞ାଵ||𝑈௠௡ 

 18.3 ถา 𝑉௡
௞||𝑚  𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑6) และ 

௏೙
ೖశభ

ଶ
∤ 𝑚 แลว 𝑉௡

௞ାଵ||𝑈௠௡ 

 18.4 ถา 𝑉௡
௞|𝑚  𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑6)และ ௏೙

ೖశభ

ଶ
|𝑚 แลว 𝑡 ≥ 0 และ 𝑉௡

௞ା௧ାଵ|𝑈௠௡ 

 18.5 ถา 𝑉௡
௞||𝑚  𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑6) และ ௏೙

ೖశభ

ଶ
|𝑚 แลว 𝑉௡

௞ା௧ାଵ||𝑈௠௡ 

 18.6 ถา 𝑉௡
௞||𝑚  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6) 2||𝑎ଶ + 3𝑏 และ ௏೙

ೖశభ

ଶ
∤ 𝑚 แลว 𝑉௡

௞ାଵ||𝑈௠௡ 

 18.7 ถา 𝑉௡
௞|𝑚  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6) 2||𝑎ଶ + 3𝑏 และ ௏೙

ೖశభ

ଶ
|𝑚 แลว 𝑠 ≥ 0 และ 𝑉௡

௞ା௦ାଵ|𝑈௠௡ 

 18.8 ถา 𝑉௡
௞||𝑚  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6) 2||𝑎ଶ + 3𝑏 และ ௏೙

ೖశభ

ଶ
|𝑚 แลว 𝑉௡

௞ା௦ାଵ||𝑈௠௡ 

 18.9 ถา 𝑉௡
௞||𝑚  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6) 4|𝑎ଶ + 3𝑏 และ ௏೙

ೖశభ

ଶ೎
∤ 𝑚 แลว 𝑉௡

௞ାଵ||𝑈௠௡ 

 18.10 ถา 𝑉௡
௞|𝑚  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6) 4|𝑎ଶ + 3𝑏 และ ௏೙

ೖశభ

ଶ೎
|𝑚 แลว 𝑉௡

௞ାଶ|2௖𝑈௠௡ 

 18.11 ถา 𝑉௡
௞||𝑚  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6) 4|𝑎ଶ + 3𝑏 และ ௏೙

ೖశభ

ଶ೎
|𝑚 แลว 𝑉௡

௞ାଶ||2௖𝑈௠௡ 

ทฤษฎีบทที่ 19 Onphaeng and Pongsriiam (2021) ให 𝑘, 𝑛, 𝑚 เปนจํานวนนับ 𝑎, 𝑏 เปนจํานวนเต็มซึ่ง 

(𝑎, 𝑏) = 1 𝑎 และ 𝑏 เปนจํานวนคี่ และ 𝑚 เปนจํานวนคู จะไดวา 

 19.1 สําหรับทุกจํานวนเฉพาะคี่ 𝑝 ที่หาร 𝑉௡ ลงตัว ถา 𝑣௣(𝑉௡
௞ାଵ) ≤ 𝑣௣(𝑈௠௡) แลว 𝑣௣(𝑉௡

௞) ≤

𝑣௣(𝑚) 
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 19.2 ถา 𝑉௡
௞ାଵ|𝑈௠௡ และ 𝑛 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑3) แลว 𝑉௡

௞|𝑚 

 19.3 ถา 𝑉௡
௞ାଵ||𝑈௠௡ และ 𝑛 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑3) แลว 𝑉௡

௞||𝑚 

 19.4 ถา 𝑉௡
௞ାଵ|𝑈௠௡  𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑6) และ 𝑣ଶ(𝑚) ≥ 𝑘 แลว 𝑉௡

௞|𝑚 

 19.5 ถา 𝑉௡
௞ାଵ||𝑈௠௡  𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑6) และ 𝑣ଶ(𝑚) ≥ 𝑘 แลว 𝑉௡

௞||𝑚 

 19.6 ถา 𝑉௡
௞ାଵ|𝑈௠௡  𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑6) และ 𝑣ଶ(𝑚) < 𝑘 แลว 𝑉௡

௩మ(௠)
||𝑚 

 19.7 ถา 𝑉௡
௞ାଵ|𝑈௠௡  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6) 2||𝑎ଶ + 3𝑏 และ 𝑣ଶ(𝑚) ≥ 𝑘 แลว 𝑉௡

௞|𝑚 

 19.8 ถา 𝑉௡
௞ାଵ||𝑈௠௡  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6) 2||𝑎ଶ + 3𝑏 และ 𝑣ଶ(𝑚) ≥ 𝑘 แลว 𝑉௡

௞||𝑚 

 19.9 ถา 𝑉௡
௞ାଵ|𝑈௠௡  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6) 2||𝑎ଶ + 3𝑏 และ 𝑣ଶ(𝑚) < 𝑘 แลว 𝑉௡

௩మ(௠)
||𝑚 

 19.10 ถา 𝑉௡
௞ାଵ|𝑈௠௡  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6) และ 4|𝑎ଶ + 3𝑏 แลว 𝑉௡

௞|𝑚 

 19.11 ถา 𝑉௡
௞ାଵ||𝑈௠௡  𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6) และ 4|𝑎ଶ + 3𝑏 แลว 𝑉௡

௞||𝑚 

เมื่อรวมผลลัพธ ทฤษฎีบทที่ 10-19 ของ Onphaeng and Pongsriiam (2020,2021) เราจะไดวา ปญหาสมบัติ

การหารลงตัวและการหารลงตัวอยางแทจริงดวยกําลังของจํานวนในลําดับลูคาสชนิดที่หนึ่งและชนิดที่สอง (Lucas 

sequences of the first and second kinds) ที่เริ่มโดย Matiyasevich ในป ค.ศ. 1970 นั้นครบถวนสมบูรณ

แลวในป ค.ศ. 2021 รวมเวลาทั้งสิ้น 51 ป 

แนวทางในการพัฒนาสมบัติอื่น ๆ  

 สําหรับแนวทางในการขยายปญหานี้ ผูจัดทําขอเสนอสองแนวทาง แนวทางแรกศึกษาเศษเหลือจากการ

หาร ซึ่งจะมีตัวอยางเปนผลลัพธใน Onphaeng and Pongsriiam (2014) Panraksa et al. (2013) Patra et al. 

(2022) แนวทางท่ีสองศึกษาสมบัติเดียวกันนี้กับลําดับอื่น ๆ 

 

บทสรุป 

 

หลายครั้งที่ปญหาทางคณิตศาสตรเริ่มตนแกจากจุดเล็ก ๆ และขยายไปเรื่อย ๆ จนครบถวนสมบูรณ 

ปญหาสมบัติการหารลงตัวและการหารลงตัวอยางแทจริงก็เชนเดียวกันถึงแมจะใชเวลาทั้งสิ้น 51 ป ก็ตามแตเมื่อ

เราสังเกตดูแลวจะเห็นวา การพัฒนาสมบัติการหารลงตัวและการหารลงตัวอยางแทจริงในชวงแรกจะคอนขางชาใช

เวลาถึง 48 ป ปญหาสมบัติการหารลงตัวและการหารลงตัวอยางแทจริงดวยกําลังของจํานวนในลําดับฟโบนัชชี 

(Fibonacci sequence) และลําดับลูคาส (Lucas sequence) จึงจะครบถวนสมบูรณ แตเมื่อขยายปญหาไป

ลําดับลูคาสชนิดที่หนึ่งและชนิดที่สอง (Lucas sequences of the first and second kinds) ซึ่งเปนลําดับที่

ทั่วไปกวาและมีกรณีแยกยอยกวามาก แตกลับใชเวลาเพียง 3 ป ในการแกปญหานี้ สวนหนึ่งอาจจะมาจากการที่

เรามีเครื่องมือในการแกปญหาที่ดีข้ึนและเรามีแนวทางในการแกปญหาที่ดีที่ไดมาจากความสําเร็จในการแกปญหา

ครั้งกอนหนา  
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